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LA CURVATURA DI GAUSS
SERGIO VENTURINI
1. La curvatura totale di superfici isometriche al piano
In questa sezione mostreremo che ogni superficie isometrica ad una
porzione di piano ha curvatura totale nulla.
Ricordiamo che una superficie è isometrica ad una porzione di piano
se, e solo se, ammette una parametrizzazione i cui coefficienti della
prima forma fondamentale siano costanti.
Introduciamo alcune notazioni valide per tutta la sezione.
Dati v e w vettori di IR3 indicheremo con 〈v, w〉 e v ∧ w rispetti-
vamente il loro prodotto scalare e vettoriale. Poniamo inoltre ||v||2 =
〈v, v〉.
Se f = f(u, v) è una funzione differenziabile poniamo
∂f
∂u
= fu,
∂f
∂v
= fv,
∂2f
∂u2
= fuu, . . . .
Indicheremo con S ⊂ IR3 una superficie parametrizzata dalla fun-
zione differenziabile regolare
(1) h = h(u, v) : U → S,
dove U è un aperto del piano.
Sia N : U → IR3 definita da
(2) N =
hu ∧ hv
||hu ∧ hv|| ,
Indicheremo con E, F , G ed e, f , g i coefficienti risp. della prima e
della seconda forma fondamentale di S associati alla parametrizzazione
h.
Ricordiamo che valgono le formule
E = 〈hu, hu〉, F = 〈hu, hv〉, G = 〈hv, hv〉(3)
e = 〈huu, N〉, f = 〈huv, N〉, g = 〈hvv, N〉(4)
Ricordiamo infine che per la curvatura totale (o di Gauss) vale la
formula
(5) K =
eg − f 2
EG− F 2 .
Il risultato principale della sezione è dato dal teorema 1.1, che as-
serisce che se le quantità E, F e G sono costanti allora necessariamente
K = 0.
Cominciamo con alcuni risultati ausiliari.
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Proposizione 1.1. Se E, F e G sono costanti allora il prodotto scalare
di ciascuna delle quantità huu, huv e hvv con ciascuna delle quantità hu
ed hv è nullo.
Dimostrazione. Derivando E e G rispetto a u e v otteniamo
0 =
∂E
∂u
= 2〈huu, hu〉, 0 = ∂E
∂v
= 2〈huv, hu〉,
0 =
∂G
∂u
= 2〈hvu, hv〉, 0 = ∂G
∂v
= 2〈hvv, hv〉,
ossia
〈huu, hu〉 = 〈huv, hu〉 = 0,
〈huv, hv〉 = 〈hvv, hv〉 = 0.
Derivando quindi F rispetto a u e v otteniamo infine
0 =
∂F
∂u
=
∂
∂u
〈hu, hv〉 = 〈huu, hv〉+ 〈hu, huv〉 = 〈huu, hv〉,
0 =
∂F
∂v
=
∂
∂v
〈hu, hv〉 = 〈huv, hv〉+ 〈hv, hvv〉 = 〈hv, hvv〉.
ossia
〈huu, hv〉 = 〈hv, hvv〉 = 0.
La dimostrazione è completa. 2
Proposizione 1.2. Se E, F e G sono costanti allora valgono le iden-
tità
huu = eN,(6)
huv = fN,(7)
hvv = gN.(8)
Dimostrazione. Consideriamo il vettore huu. Per la proposizione (1.1)
abbiamo
〈huu, hu〉 = 〈huu, hv〉 = 0,
ossia il vettore huu è perpendicolare allo spazio tangente alla superficie
S in h(u, v).
Ne segue che necessariamente il vettore huu è proporzionale al vettore
N , ossia esiste una funzione a : U → IR tale che
huu = aN.
Moltiplicando scalarmente per N otteniamo
e = 〈huv, N〉 = 〈aN,N〉 = a〈N,N〉 = a,
da cui segue la (6).
Le (7) e (8) si dimostrano in modo perfettamente analogo. 2
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Proposizione 1.3. Vale l’identità
(9) 〈huu, hvv〉 − 〈huv, huv〉 = ∂
∂u
〈hu, hvv〉 − ∂
∂v
〈hu, huv〉.
Dimostrazione. Applicando due volte la formula di Leibniz ed il fatto
che le derivate parziali commutano abbiamo
〈huu, hvv〉 = ∂
∂u
〈hu, hvv〉 − 〈hu, huvv〉
=
∂
∂u
〈hu, hvv〉 − ∂
∂v
〈hu, huv〉+ 〈huv, huv〉,
che equivale alla tesi. 2
Dimostriamo ora il risultato principale della sezione:
Teorema 1.1. Se E, F e G sono costanti allora K = 0.
Dimostrazione. È sufficiente provare che
(10) eg − f 2 = 0.
Utilizzando le (6), (7) e (8) della proposizione ((1.2)) otteniamo
〈huu, hvv〉 = 〈eN, gN〉 = eg〈N,N〉 = eg,
〈huv, huv〉 = 〈fN, fN〉 = f 2〈N,N〉 = f 2.
Per la proposizione (1.1)
〈hu, hvv〉 = 〈hu, huv〉 = 0,
da cui, utilizzando la proposizione (1.3), otteniamo
eg − f 2 = 〈huu, hvv〉 − 〈huv, huv〉 = ∂
∂u
〈hu, hvv〉 − ∂
∂v
〈hu, huv〉 = 0,
ossia la (10). 2
2. La curvatura totale di superfici arbitrarie
In questa sezione dimostreremo la formula che esprime la curvatura
totale di una superficie come funzione dei coefficienti della prima forma
fondamentale e delle loro derivate rispetto ai parametri.
Utilizzeremo le stesse notazioni della sezione precedente oltre alle
seguenti.
Abbiamo quindi la superficie S parametrizzata da h = h(u, v) : U →
S, con U aperto di IR2.
Poniamo u1 = u, u2 = v, ed inoltre
g11 = E, g12 = g21 = F, g22 = G
Scriveremo hi invece che hui , hij invece che huiuj , ecc. In generale,
quando il simbolo ui compare come apice o pedice lo sostuiremo sem-
plicemente con l’indice i.
Indicheremo con gij i coefficienti della matrice inversa di gij.
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Per i, j, k = 1, 2 poniamo
(11) Γijk = 〈hij, hk〉
Con queste notazioni la proposizione 1.3 diventa
Proposizione 2.1. Vale l’identità
(12) 〈huu, hvv〉 − 〈huv, huv〉 = ∂Γvvu
∂u
− ∂Γuvu
∂v
L’analogo della proposizione 1.1 è la seguente:
Proposizione 2.2. Per i, j, k = 1, 2 valgono le formule seguenti:
(13) Γijk =
1
2
(
∂gik
∂uj
+
∂gjk
∂ui
− ∂gij
∂uk
)
.
Dimostrazione. Applicando ripetutamente la formula di Leibniz si ot-
tiene
Γijk = 〈hij, hk〉
=
∂gik
∂uj
− 〈hi, hjk〉
=
∂gik
∂uj
− ∂gij
∂uk
+ 〈hik, hj〉
=
∂gik
∂uj
− ∂gij
∂uk
+
∂gjk
∂ui
+ 〈hij, hk〉
=
∂gik
∂uj
− ∂gij
∂uk
+
∂gjk
∂ui
+ Γijk,
che equivale alla tesi.
L’analogo della proposizione 1.2 è un po’ più complicato.
Proposition 2.1. Per una superficie arbitraria valgono le formule
huu = eN + Γ
u
uuhu + Γ
v
uuhv,(14)
huv = fN + Γ
u
uvhu + Γ
v
uvhv,(15)
hvv = gN + Γ
u
vvhu + Γ
v
vvhv,(16)
dove per i, j, k = 1, 2 i coefficienti Γkij sono definiti dalle formule
(17) Γkij = g
k1Γij1 + g
k2Γij2
Inoltre, per i, j, k = 1, 2, valgono le formule
(18) Γijk = gk1Γ1ij + gk2Γ
2
ij
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Dimostrazione. Consideriamo il vettore huu. Essendo hu, hv ed N una
base di IR3 abbiamo
(19) huu = aN + Γuuuhu + Γ
v
uuhv
per opportune funzioni a,Γuuu,Γvuu : U → IR.
Moltiplicando scalarmente per N otteniamo immediatamente
e = 〈huu, N〉 = a,
e questo dimostra la 14.
Moltiplicando scalarmente per hu ed hv si ottiene
Γuuu = Γ
u
uuE + Γ
v
uuF,
Γuuv = Γ
u
uuF + Γ
v
uuG,
ossia abbiamo dimostrato le (18) per i = j = 1 e per k = 1, 2.
Tali formule si possono riscrivere come(
Γuuu
Γuuv
)
=
(
E F
F G
)(
Γuuu
Γvuu
)
,
da cui segue che(
Γuuu
Γvuu
)
=
(
E F
F G
)−1(
Γuuu
Γuuv
)
=
(
g11 g12
g12 g22
)(
Γuuu
Γuuv
)
.
Sviluppando il prodotto si ottiene la (17) per i = j = 1 e per k = 1, 2.
In modo analogo, considerando i vettori huv e hvv si dimostrano la
(15), la (16) e le (17) e (18) per i rimanenti indici. 2
Infine dimostriamo la formula di Gauss seguente per la curvatura
totale di una superficie
Teorema 2.1. Per la curvatura totale vale la formula seguente
(20)
(EG−F 2)K = ∂Γvvu
∂u
−∂Γuvu
∂v
−(ΓuuuΓuvv+ΓuuvΓvvv)+(ΓuvuΓuuv+ΓuvvΓvuv)
Dimostrazione. Utilizzando le (14), (15) e (16) ed anche la (18) otteni-
amo
〈huu, hvv〉 = eg + ΓuuuΓuvvE + ΓuuuΓvvvF + ΓvuuΓuvvF + ΓvuuΓvvvG
= eg + Γuuu (Γ
u
vvE + Γ
v
vvF ) + Γ
v
uu (Γ
u
vvF + Γ
v
vvG)
= eg + ΓuuuΓvvu + Γ
v
uuΓvvv,
〈huv, huv〉 = f 2 + ΓuuvΓuuvE + ΓuuvΓvuvF + ΓvuvΓuuvF + ΓvuvΓvuvG
= f 2 + Γuuv (Γ
u
uvE + Γ
v
uvF ) + Γ
v
uv (Γ
u
uvF + Γ
v
uvG)
= f 2 + ΓuuvΓuvu + Γ
v
uvΓuvv,
da cui sottraendo si ottiene.
〈huu, hvv〉−〈huv, huv〉 = eg−f 2+(ΓuuuΓvvu + ΓvuuΓvvv)−(ΓuuvΓuvu + ΓvuvΓuvv) .
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Ma per la (12) abbiamo anche
〈huu, hvv〉 − 〈huv, huv〉 = ∂Γvvu
∂u
− ∂Γuvu
∂v
.
Confrontando le ultime due equazioni ottenute otteniamo
eg−f 2 = ∂Γvvu
∂u
− ∂Γuvu
∂v
− (ΓuuuΓvvu + ΓvuuΓvvv)+(ΓuuvΓuvu + ΓvuvΓuvv) ,
che per la (5) equivale alla tesi. 2
Dalla formula (20) insieme alla (13) ed alla (17) segue che la cur-
vatura totale di una superficie dipende solo dai coefficienti della prima
forma fondamentale e dalle loro derivate rispetto ai parametri.
Come conseguenza si ottiene il “Teorema egregium” di Gauss che
asserisce l’invarianza della curvatura totale per isometrie.
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